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RESUMEN

El fendmeno del golpe de ariete es conocido desde el siglo XIX y su formulacion matematica, en término de ecuaciones diferenciales,
se debe a los trabajos de Allievi (1903) y otros investigadores de principio del siglo XX. Las ecuaciones presentes en la literatura
técnica actual generan un fendmeno anémalo de golpe de ariete cuando se considera la condicion inicial definida por un fluido
incompresible y tuberia rigida. La solucién correcta implica resolver las ecuaciones del golpe de ariete para el estado inicial. Esto
conduce, mediante el método de diferencias finitas, a un sistema de ecuaciones no lineales. Se propone una nueva aproximacién
que incluye el estado de presurizacion inicial en las ecuaciones del golpe de ariete simplificando el calculo de las condiciones
iniciales. Ademas se realiza una lectura critica de la deduccion presente en la literatura, sefialando las inconsistencias conceptuales
y proponiendo correcciones.

Palabras clave | Golpe de ariete; Escurrimientos a presion; Régimen transitorio; Condiciones iniciales.

ABSTRACT

The water hammer phenomenon is well known since the 19th century, while its mathematical formulation, by means of differential
equations, is due to works of researchers such us Allievi (1903) and others from the beginning of the 20th century. The equations
found in the technical publications produce a strange water hammer when the initial condition is defined assuming an incompressible
fluid and a rigid pipe. The correct solution requires solving the water hammer equations for the initial state. When the finite difference
method is applied, the initial state is solved by means of a set of non-linear equations. A novel approach is proposed including the
initial state of pressurization into the governing equations and hence simplifying the calculus of the initial conditions. Furthermore, a
critical reading of the deduction of the equations is done pointing out conceptual inconsistencies and proposing corrections.

Key words | Water hammer; Pressurized flows; Transient state; Initial conditions.
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INTRODUCCION

El fenomeno del golpe de ariete es muy comtin en instalaciones hidraulicas con flujos a presion. Se caracteriza por el aumento
brusco en la presion ante un descenso brusco de la velocidad del fluido en la tuberia, la onda de presion producida se propaga por
la instalacion a la velocidad del sonido dando lugar a complejos patrones de interferencia por la reflexion de la onda donde hay
cambios de seccion o bifurcaciones. También es comun observar cambios de fase del fluido cuando la presion alcanza la presion
de vapor. El golpe de ariete se genera cuando en algin punto de la conduccion se produce un cambio brusco en las propiedades del
escurrimiento (presion o velocidad), por ejemplo, al maniobrar las valvulas que controlan el caudal en una conduccion, o con el
cambio en el funcionamiento de bombas y turbinas. Dada la magnitud de los cambios en el comportamiento del fluido, el fendémeno
debe ser considerado a la hora de disefiar una instalacion hidraulica y, actualmente, forma parte de la practica usual de la ingenieria
hidraulica.

El golpe de ariete también ha sido utilizado en aplicaciones practicas tales como la bomba de ariete. Este dispositivo esta
disenado para elevar agua a un nivel superior aprovechando la energia cinética del fluido. De este modo, la bomba no necesita de
una fuente de energia exterior. La primera bomba fue patentada en 1796 por el francés Joseph Michel Montgolfier.

Los primeros estudios sistematicos del golpe de ariete se remontan al final del siglo XIX. En 1898 Joukowsky propuso una
expresion fundamental que vincula el cambio en la presion (Ap) con el cambio en la velocidad del fluido (Au):

Ap=pcAu @

En donde p es la densidad del fluido y c es la velocidad de la onda de presion. Esta expresion también fue propuesta
independientemente por Allievi (1903) y por Frizell (1898), aunque ellos no presentaron evidencias experimentales. La velocidad
del sonido que se propaga en un fluido dentro de una conduccion fue establecida por Korteweg (1878):
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En donde K es el modulo de compresibilidad del fluido, E es el mddulo de elasticidad del material de la conduccion, ¢ es
el espesor de la tuberia, y D, su didmetro. Joukousky, reconocido por sus investigaciones en aerodindmica, también desarroll6 las
expresiones anteriores a partir de mediciones en largas conducciones metalicas. Ademas deben reconocerse los aportes del fisidlogo
Kries, contemporaneo de Joukousky, quién llego a las mismas expresiones estudiando ondas mas lentas en conductos de goma, mas
similares a las condiciones del sistema circulatorio humano (Tijsseling y Anderson, 2007).

A partir de la popularizacion de las computadoras, la mecanica de fluidos computacional ha cobrado un papel cada vez
mas importante en las aplicaciones de la ingenieria. Los métodos numéricos son facilmente implementados en algoritmos que
resuelven las ecuaciones del golpe de ariete permitiendo a los ingenieros explorar multiples escenarios de funcionamiento de una
instalacion. Las ecuaciones diferenciales que describen el fendmeno se prestan muy bien a su resolucion mediante el método de las
caracteristicas aunque los métodos de diferencias finitas tanto explicitos como implicitos también se han popularizado (Hoffman
2001; Chadwick et al., 2013; Chaudry, 2014). Ademas, la complejidad del fendémeno ha motivado el desarrollo de nuevas lineas
de investigacion en el campo de la hidraulica. La investigacion actual se focaliza en cuantificar el efecto en la atenuacion del golpe
de ariete producido por el comportamiento viscoelastico del material de la tuberia, por pérdidas y obstrucciones en la tuberia y por
la interaccion entre la estructura y el fluido (Bergant et al., 2008a, 2008b). Otros aspectos de la investigacion incluyen el cambio
de fase y cavitacion (Karadzic ef al., 2014), la variacion temporal de la friccion (Bergant y Simpson, 1994; Bergant et al., 2001),
el disefio de dispositivos para la prevencion del golpe de ariete (Choon et al., 2012), el estudio de la generacion del golpe de
ariete durante la fase de llenado de las tuberias (Fuertes et al., 1997; Zhou et al., 2002; Hou et al., 2014), y el golpe de ariete en
instalaciones complejas (Wang et al., 2014).

A diferencia de las lineas de investigacion antes referidas, en el presente trabajo se estudiaran aspectos conceptuales de
las ecuaciones basicas del fendmeno del golpe de ariete. Durante la implementacion de un cédigo para resolver las ecuaciones del
golpe de ariete se detectd un débil fendmeno transitorio en una instalaciéon que se encontraba en régimen permanente y no existia
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perturbacion alguna al flujo. Esta anomalia fue el motivo para realizar una revision conceptual de la derivacion de las ecuaciones del
golpe de ariete. Los objetivos del presente trabajo son: a) revisar el desarrollo teorico presente en la literatura actual y b) proponer
una nueva deduccion de las ecuaciones que incluyen el estado inicial de presurzacion.

CASO DE ESTUDIO

Se presentara una instalacion hidraulica, correspondiente al tramo de tuberia forzada del Complejo Hidroeléctrico Futaleuft
(Provincia del Chubut — Rep. Argentina) a fin de ejemplificar la anomalia antes mencionada. La instalacion a estudiar tiene inicio
en la progresiva 1664 m sitio donde concluye la tuberia de aduccion al conectarse con la chimenea de equilibrio. Seguidamente
prosigue la tuberia forzada con fuerte pendiente (inclinacion de 30.7°), excavada en el macizo rocoso y revestida de acero. Luego
de 208.00 m la tuberia cambia de direccion prosiguiendo horizontal, con una longitud de 38.00 m, hasta la casa de maquinas. El
diametro de la tuberia es de 7.70 m. En la casa de maquinas se encuentran cuatro turbinas Francis con caudal nominal de 90.0 m?*-s!
y caudal maximo de 105.0 m*s!. Para las condiciones nominales de funcionamiento se considera un nivel piezométrico a cota
490.00 m en la seccion de la chimenea de equilibrio y un caudal de 360.0 m*-s™!.
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Figura 1 | Esquema del tramo de instalacién del complejo hidroeléctrico que se analizara.

La ecuacion del golpe de ariete expresada en términos de las curvas caracteristicas es:

dh 1 du dz . _
Martgar Mg ti=0 (1)

En donde A es un factor con valor =1/c segun se trate de la caracteristica positiva o negativa, respectivamente; H es la altura
piezométrica, H = z + p/y, con z, la elevacion del eje de la tuberia; p, la presion y v, el peso especifico del agua; u es la velocidad
media en la seccion y j es la pérdida de energia por unidad de longitud. Se implement6 un programa con las ecuaciones del golpe
de ariete discretizadas aplicando el método de diferencias finitas. La tuberia fue dividida en N tramos delimitados por N+1 nodos.
Considerando la seccion k-sima de la conduccion, de la Ecuacion (1) surgen dos ecuaciones, una para la caracteristica positiva
(dx/dt=u+c¢):

13
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Y otra para la caracteristica negativa (dx/dt =u — c):
Mlthr] Zk+1-Zk

g Ax At+ ng ultc+1|u;c+1|AX:O (3)

(k™™ - ufry ) -

HY ™ -Hier -

En donde el subindice indica el nodo de la discretizacion espacial (k varia entre 0 y N, con 0 el extremo de aguas arriba y

N, el de aguas abajo), mientras que el superindice indica el instante de tiempo. Las condiciones de borde consisten en especificar la
altura piezométrica en el extremo de aguas arriba y la velocidad del fluido, aguas abajo.

Hy=zp4 4)
uly = 0n/a Q)

Aguas arriba, la altura del pelo de agua en la chimenea de equilibrio (z,,) se supone que permanece constante durante el
breve periodo de la simulacion, que sera de un par de segundos. La velocidad aguas abajo también permanecera constante, siendo
igual al caudal nominal turbinado (Q,) dividido por el drea de la conduccion (€2).

Para establecer la condicion inicial del sistema se supone que se encuentra en régimen estacionario, para lo cual se deben
resolver las Ecuaciones (2) y (3) imponiendo que Hi A = HY parak=1...Ny uld A =yl parak =0... N — 1. De este modo, se
tiene un total de 2-N ecuaciones no lineales con 2-N incognitas, que se resuelven en modo iterativo aplicando el método de Newton-

Raphson (Hoffman, 2001).

Otra solucion mas simple consiste en utilizar las expresiones del régimen permanente:

ul= On/a ©)
H2=ZPA-2gLD<u2>2<Ax.k> (7)

La conduccion fue dividida en 20 tramos de 12.30 m de longitud. El coeficiente de friccion f fue calculado utilizando a
la ecuacion de Colebrook-White y usando la velocidad inicial (f = 0.008). La Figura 2 muestra el resultado de la simulacién de
2 segundos. La Corrida N° 1 corresponde a la condicién inicial estimada por las ecuaciones del régimen permanente (6) y (7).
Se observa claramente que se produce un fendomeno transitorio, donde la altura piezométrica fluctiia entre un valor minimo de
488.65 m y un maximo de 489.79 m, en el extremo de aguas abajo de la conduccion. La Corrida N° 2 fue inicializada con los valores
de H y u que resultan de resolver las Ecuaciones (2) y (3). Como se observa en la Figura 2, la segunda corrida produce el resultado
correcto, a saber, que el escurrimiento que se encuentra inicialmente en régimen estacionario permanece en dicho estado mientras
no se produzcan alteraciones en las condiciones de borde, por ejemplo, en la regulacion de caudal en las turbinas.
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Figura 2 | Evolucion en el tiempo de la altura piezométrica en el extremo de aguas abajo de la tuberia forzada. En la Corrida N° 1 la condicién inicial
se definié con las ecuaciones del régimen estacionario. En la Corrida N° 2 se resolvieron las ecuaciones del golpe de ariete imponiendo que las
derivadas temporales parciales de H y u deben ser nulas; y en la Corrida N° 3 se aplicaron las ecuaciones propuestas en este trabajo.
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La diferencia entre las Corridas 1 y 2 se expone en la Figura 3. Para la Corrida 2, la velocidad disminuye en el sentido del
escurrimiento mientras que en la Corrida 1, se mantiene constante segun la Ecuacion (6). Esto se debe a la compresibilidad del
fluido que se incluye en la formulacion de las Ecuaciones (2) y (3), pero no en las Ecuaciones (6) y (7), situacioén ya observada por
Chaudry (2014). Cuando la presién aumenta, en el sentido del escurrimiento, la densidad del fluido también aumenta, entonces,
el fluido debe reducir la velocidad conforme se presuriza para que se verifique la conservacion de la masa. La diferencia entre
velocidades en el extremo de aguas arriba y aguas abajo es muy pequefia, segiin la Figura 3, es de aproximadamente 4 mm-s™.
Aunque este valor es muy pequefio, dada la elevada velocidad del flujo (u = 7.73 m's') y la alta rigidez de la tuberia, al estar
confinada en el macizo rocoso (celeridad de 1452 m-s™), el fendmeno transitorio generado por las condiciones iniciales que suponen
fluido incompresible (Ecuaciones (6) y (7)), posee una amplitud de 1.20 m en términos de altura piezométrica.

Si bien la perturbacion introducida por el uso de las Ecuaciones (6) y (7), que son de aplicacion directa frente a las Ecuaciones
(2) y (3), es de entidad pequefia y existen otros factores cuya incertidumbre es mas relevante (presencia de aire o gases disueltos e
interaccidn de la estructura con el fluido que influyen sobre celeridad; variabilidad del factor de friccion; entre otros), se propone
revisar el desarrollo conceptual de las ecuaciones de golpe de ariete a fin de incorporar la condicién inicial de presurizacion del
fluido y deformacion elastica de la tuberia, en un modo sencillo comparable al uso de las Ecuaciones (6) y (7).

0.0E+00 <« 5.0E-03
\ —e—Altura piezométrica
10804 | ——Velocidad 4.0E-03
AN
\\0 -
— v
€ -2.0E-04 X 3.06-03 =
E “ 3
g AN =
z \O\\ o
a -3.0E-04 2.0E-03 =
\\\\ b PN <
\
-4.0E-04 XS 1.0E-03
AN
\O\\
-5.0E-04 ; ; ; X 0.0E+00

1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000
Progresiva (m)

Figura 3 | Comparacion de las condiciones iniciales de las Corridas 1y 2. Se muestra la diferencia en altura piezométrica H y velocidad u, entre la
Corrida 2 que considera la compresibilidad del fluido y la Corrida 1 donde se asume fluido incompresible.

ANALISIS DE LA DEDUCCION EN LA LITERATURA ACTUAL

Se analizard en primer término la deduccion de la ecuacion de continuidad y cantidad de movimiento disponible en la
literatura, haciendo una lectura critica considerando conceptos claves tales como curvas caracteristicas, volumen de control,
volumen material y teorema de transporte de Reynolds.

La deduccion de las ecuaciones del golpe de ariete presente en la literatura actual es bastante uniforme (Peréz Farras y
Guitelman, 2005; Chadwick et al., 2013; Chaudry, 2014; Mambretti, 2015). Se presentara aqui una formulacion resumida poniendo
énfasis en la discusion de los rasgos conceptuales mas importantes.

Considérese un volumen de control definido por dos secciones transversales, espaciadas una distancia infinitesimal, y la
pared de la tuberia. El flujo de masa por unidad de tiempo es pu€2, con Q el area de la seccion transversal. Este flujo varia de una
seccion a otra y su diferencia, de acuerdo al principio de conservacion de la masa, debe ser igual al cambio en el tiempo de la masa
almacenada en el volumen de control. Resulta entonces la siguiente expresion:

2 (pQA)+2(pu) = 0 (8)
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Sefialemos que en la Ecuacion (8) existe una inconsistencia conceptual. Dicha ecuacion es referida a un volumen de control
y, por su definicion, el volumen no puede cambiar de volumen. La derivada parcial respecto al tiempo solo se aplica a la densidad y
Q no varia, con lo cual, siguiendo la logica del volumen de control deberia eliminarse la derivada 0€2/0t. Por otro lado, usualmente
en la deduccién de la Ecuacion (8) se consideran unicamente los flujos a través de las secciones transversales y no se atiende al
flujo lateral que surge del desplazamiento de la pared de la tuberia. Estas observaciones seran tenidas en cuenta en el desarrollo
presentado en el siguiente apartado.

Continuando el desarrollo en la literatura, en la Ecuacion (8) se procede a distribuir las derivadas y reagrupar términos:

6(%—?+u%)+%(%—€+ug—g)+g—z:0 ©)

En los textos se expone un pasaje clave en la deduccion: las derivadas parciales en los términos que estan entre paréntesis
son transformadas en derivadas totales.

2Q 9Q _ dQ

o Yox T dr (10)
op op dp
o Ty T dr (11)

Con lo que la Ecuacidn (9) se reduce a

d

6% + %T’; Qe (12)
En las igualdades expresadas en las Ecuaciones (10) y (11) se asume implicitamente que la trayectoria o curva caracteristica
viene dada por dx/dt = u. Primero sefialemos que en la literatura se llega a que dx/dt = u + c, una vez obtenidas las ecuaciones del
golpe de ariete y determinadas las curvas de las caracteristicas. Es decir, que el desarrollo posterior contradice pasajes anteriores en
la deduccion (dx/dt = u). Por otro lado, considerando que que se trata de una perturbacion al régimen permanente, las perturbaciones
no solo son transportadas por el flujo material (para el cual vale dx/dt = u) sino que ahora se superpone la onda de presion. Se sigue

que las derivadas parciales deberian mantenerse en (9) sin utilizar las derivadas totales.

El siguiente paso en la deduccion consiste en vincular el area y la densidad con la presion en la tuberia. Como ambas
variables son dependiente exclusivamente de la presion p, a un incremento en la presion corresponden una dilatacion de la tuberia
y compresion del fluido (incremento en Q y p, respectivamente). En la literatura se deducen las siguientes igualdades:

1dQ D dp

Q dr ~eE df (13)
1Ldp 1 4dp

odi T Kdi (14)

A fin de diferenciar el estado inicial de presurizacion, conviene distinguir la variacion temporal de la espacial. Cuando las
variaciones de Q0 y p ocurren en una seccion (esto se debe al cambio local de la presion) los incrementos AQ y Ap estan relacionados
con el Ap de esa misma seccion. En cambio, cuando se analizan los cambios que se deben a una variacion espacial de p, la relacion
entre dichos cambios no es directa. En el instante inicial, la tuberia se encontraba sujeta a un gradiente de presion y, por lo tanto,
existe un cambio inicial que deberia sustraerse en las Ecuaciones (13) y (14) para considerar tinicamente los cambios debidos al
régimen transitorio. Este aspecto serd desarrollado con mds detalle en la seccion siguiente.

Haciendo los reemplazos de (13) y (14) en (12) se obtiene la primera ecuacion del golpe de ariete.
u (1 ., D\dp _
Sz ter)ar =0 (15)
La segunda ecuacion surge de aplicar la segunda Ley de Newton al volumen de control. Las fuerzas intervinientes son

las debidas al campo gravitatorio, al gradiente de presion y a las fuerzas viscosas. La sumatoria de fuerzas, segun el eje de la
conduccion es:
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dp 2 :
ZF:<-§-gPa—§-gPJ)QAx (16)
La sumatoria de fuerzas es igual a la variacion temporal de la cantidad de movimiento du/dt que en la literatura se expresa
como:
POACDL — pOA(TL+y L) (17)

En funcion de lo expuesto anteriormente resulta dudoso que la derivada total se exprese de este modo porque al ser un
movimiento perturbado también la densidad cambia y esto deberia afectar la cantidad de movimiento. Sin embargo, no se hace
mencion al respecto en la literatura. Se retornara sobre este punto en la siguiente seccion.

Finalmente, igualando (16) y (17) se obtiene la segunda ecuacion del golpe de ariete:

ap oz . du ou\ _
g+gpg+gpj+9(§+ug)—0 (18)

NUEVA DEDUCCION

Deduccion de las ecuaciones del golpe de ariete

A continuacidn se presentara una nueva deduccion de las ecuaciones diferenciales del golpe de ariete que introducen el
estado inicial de presurizacion del fluido y la tuberia. Ademas se resolveran las inconsistencias conceptuales mencionadas en el
apartado anterior.

Considérese un volumen material Vm(t) que en el instante t estd definido por dos secciones transversales, ubicadas en
las progresivas x y x+Ax, y la pared de la conduccion. El volumen se desplaza hacia la derecha y en el instante t+At el volumen
ha cambiado de forma, Vm(t+At), debido a las distintas velocidades del fluido en la superficie del volumen: para la seccion x,
la velocidad es u mientras que para la seccion x+Ax la velocidad tiene un incremento ou/0x-Ax. Ademas, la superficie lateral en
contacto con la tuberia se desplaza debido a la dilataciéon producto del arribo de la onda de presién. Suponiendo que no se forman
cavidades, el fluido se desplazara con la misma velocidad que la pared de la tuberia (velocidad v indicada en la Figura 4). Entonces,
el volumen material en el instante siguiente, Vm (t+At), se habra deformando tanto longitudinalmente como radialmente.

v Vm(t+At)
U-c

I||||||I||||||||||||||||||IIII IIII|||IIIIIIII&!:IIII|""':|||IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIEliIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII'
:::::::::::::IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII “”“g%%%z’:
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Vm(1) v

Figura 4 | Evolucién del volumen material durante el pasaje de una onda de presion que se desplaza de derecha a izquierda (con velocidad u-c).
Se ha representado la tuberia para el instante t y t+At, y las velocidades en cada cara del volumen material. El volumen material cambia su volumen
debido al cambio en la velocidad u y al aumento en el diametro debido a la dilatacién de la tuberia. Sin embargo la masa contenida en los volimenes
Vm(t) y Vm(t+At) es la misma.
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La primera ecuacion del golpe de ariete se deduce imponiendo la conservacion de la masa en el volumen material, es decir,
la cantidad de masa en los volumenes Vm (t) y Vm (t+At) es la misma. Respecto a la cantidad de movimiento, su variacion en los
volimenes Vm (t) y Vm (t+At) se debe a las fuerzas actuantes. A diferencia de las deducciones presentes en la literatura, en este
estudio aplicaremos el teorema de transporte de Reynolds para evaluar las derivadas dm/dt y dCm/dt.

Considérese, en primer término, la masa del volumen material. De acuerdo al principio de conservacion y la definicion
misma de volumen material, la masa en dicho volumen no cambia con el tiempo:

T ”

Vm(t)

La derivada material se aplica al volumen de control (que coincide con el volumen material para el instante t) utilizando
el teorema de Reynolds:

ap
fVm(t)WdV fg()p(u n)dQ =0 (20)

La primera integral se resuelve facilmente considerando que la densidad es constante en el interior del volumen:

ap _ap
fym(,) ot V=5 QAx 1)

De acuerdo a la ecuacion de estado para los fluidos, la variacion de la densidad esta determinada por una variacion en la
presion:

do _p
B-K (22)

Entonces es posible calcular las derivadas respecto a x y t aplicando la regla de derivacion:

9P _dpdp _pp

T dp ox K ox 23)
3P _dpaop _ P ap
“dp ot K ot @4

Tal como se expuso en la seccion anterior, se debe considerar el estado inicial para el cual existe un gradiente de presion vy,
segun la Ecuacion (23), también existe un gradiente en la densidad. La variacion total de p es igual a la suma de la variacion inicial
y aquella debida a un cambio de p en el movimiento perturbado.

0

op

Ap ox

% _ap

ox ~ ox 25)

Para la ecuacion de continuidad interesa la variacion de p asociada con el nuevo cambio Ap, por lo tanto, la expresion para
la derivada espacial es:

p p(p p

ox ox " ox ) (26)

La segunda integral requiere analizar los flujos en cada una de las superficies: la seccion de aguas arriba, la de aguas abajo,
y la superficie perimetral.

me(I)P(u'n)dQ:-PuQJf(PJF ?SA )<u+ Ju Ax)<§2+ Ax>+vax7ZD (27)
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La velocidad radial v es igual al aumento en el radio de la tuberia (Ar) que ocurre en un periodo de tiempo At, que se
determina analizando el comportamiento elastico de la tuberia. El aumento en la presion Ap genera un aumento Ac en el esfuerzo
normal en la pared de la tuberia, deducible aplicando el equilibrio de fuerzas:

ApD =2eAC (28)

En donde e es el espesor de la tuberia. Luego, a una variacion en la tension Ac le corresponde una deformacion especifica
¢ dada por la ley de Hook: € = Ac/E, en donde E es el modulo de elasticidad del material. La tuberia aumenta su perimetro en una
longitud de nDe y, por lo tanto, el aumento radial es Ar = Dg/2. Componiendo todos estos términos se obtiene la variacion del radio
respecto a la presion:

dr _ D?
dp ~ 4eE (29)

Y la velocidad v es la variacion local de r respecto del tiempo:

8r dr op _ D? I
V=9r ~dp or ~ 4eE ot (30)

En base a la Ecuacion (29) se puede deducir el incremento en el area debido a un cambio en la presion:
dQ D
T (oz)2 @D

Y analogamente a lo expuesto para la densidad, se determinan las derivadas parciales 0Q/0x y 0Q/0t:
3Q _ (Do
5= (e )es; (32)

aQ_(D)Q<8p p

ox  \eE ax ~ ox ) (33)

Expandiendo los productos en la Ecuacion (27), despreciando los infinitésimos de orden superior, luego reemplazando
términos con las Ecuaciones (24), (26), (30), (32) y (33) y dividiendo por el volumen, se obtiene de la Ecuacion (20):

@+£@+ﬂﬁﬁﬂ%% »f

upD(9p 9p |
ox VK or TeE ox “ax | )T

dx ~ ox )20 (34)

Finalmente, reagrupando términos y simplificando teniendo en cuenta la expresion de la celeridad de la onda de presion ¢
con las Ecuaciones (II) y (III):

ou, 1(3p . p\ udp|
Pax ™t (az”’ax> 779

ox =0 (35)

Obsérvese que la nueva Ecuacion (35) difiere de la anterior Ecuacion (15) en el nuevo término de gradiente de presion para
el instante inicial que da cuenta del estado de compresion del fluido y dilatacion del caio.

A continuacidn se aplicard el mismo procedimiento para obtener la ecuacion de la cantidad de movimiento. De acuerdo a la
segunda Ley de Newton, la variacion de la cantidad de movimiento (segtn el eje del conducto) del volumen material es igual a la
suma de las fuerzas actuantes proyectadas segun el eje x (Fx):

dCm _
G =y PV = S F (36)
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Se consideran tres fuerzas actuantes: la debida al campo gravitatorio, al gradiente de presion y los esfuerzos de corte
viscosos. El campo gravitatorio actua sobre la masa del volumen material generando un peso. El peso interviene en la ecuacion
anterior en la medida que, debido a la inclinacion de la tuberia, posee una componente longitudinal:

Fe= —gprA% (37)

La variacion de la presion entre las superficies del volumen material, ubicadas en las progresivas x y x+Ax da lugar a una
fuerza segun la direccion del flujo:
=% Ax (38)

Y las fuerzas viscosas pueden representarse mediante su efecto en la caida de presion. En una tuberia horizontal de didmetro
constante se observa una caida de presion Ap, necesaria para mantener el fluido en movimiento cuando se presentan fuerzas viscosas
que tienden a retardarlo:

p = -gpPjAx (39)

En donde j se determina con la ecuacion de Darcy-Weissbach:

=4 (40)

La fuerza viscosa tiene la misma forma matematica que la fuerza de presion:
Fu=-QgpjAx @1

Con respecto al cambio en la cantidad de movimiento, se aplica nuevamente el teorema de transporte de Reynolds,
considerando ahora, como variable intensiva, el producto de la densidad y la velocidad (pu):

pu- fg o Pulun)dQ (42)

Vm(t) Vm(t) at

La primera integral del miembro de la derecha se integra y luego se distribuye la derivada parcial temporal:

9pu 9p du
fym(,) ot AV =um AxQ+ p5AXQ (43)

La segunda integral se resuelve considerando los flujos en toda la superficie del volumen de control:

fgm(z)p”(”'”)dQZPu(-uQ) < ap Ax)(u+ Ax><Q+8QAx)+pu(vAx7[D) (44)

En las Ecuaciones (43) y (44), se procede a reemplazar las variaciones en la densidad por la respectiva variacion de presion,
y la velocidad radial v por la Ecuacion (30). Luego se expanden los productos descartando los infinitésimos de orden superior; y la
variacion en el area se relaciona con la variacion de la presion (teniendo en cuenta lo indicado respecto a la deformacion inicial).
De este modo se obtiene la expresion de la variacion de la cantidad de movimiento en el volumen de control:
dCm du , ., du L (3, op) u P

ar | Pl t2ugy )t g\ Ty
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Aparecen nuevos términos debido a la compresibilidad del fluido y a la dilatacién de la tuberia, que aumentan la cantidad
de movimiento del volumen material. La ecuacion puede simplificarse combinandola con la ecuacion de continuidad. Se procede a
multiplicar la Ecuacion (35) por la velocidad u y asi se eliminan los nuevos términos introducidos en (45):

dCm [ du
Ao = p( G+ u gl )ax0 (46)

Igualando la variacion de Cm con las fuerzas actuantes y dividiendo por el volumen:

op
% tap oy tap oGt ugy) =0 @)

La nueva ecuacion de cantidad de movimiento resulta ser igual a la Ecuacion (18), presente en la literatura. Sin embargo, en
el desarrollo actual se ha aplicado el teorema de transporte de Reynolds, diferenciando consistentemente entre volumen de control
y volumen material, e introduciendo el estado de presurizacion en el desarrollo deductivo.

Verificacion de las ecuaciones

A continuacion se procede a deducir la ecuacion de las curvas caracteristicas. En general, se emplea la altura piezométrica
H en lugar de la presion p. Dado que se ha introducido el estado de presurizacion inicial en la tuberia, conviene definir una nueva
variable, H*, que tenga en cuenta unicamente el efecto del golpe de ariete: H* = H — H°, en donde H® es la altura piezométrica
del régimen permanente antes que se produzca la perturbacion. Teniendo en cuenta esta definicion y las siguientes igualdades:
O0H%0x = —j° (con j° la pérdida de energia por unidad de longitud en el instante inicial), 6z/0t = 0, OH*/0x =0H/0x + j°, se realiza el
cambio de variables en las Ecuaciones (35) y (47), y se las divide por el peso especifico:

10u, 1 (oH 8H>
g8x+c2< ar T4 ax )70 (48)

oH" Jo++1(8u au) 0

“ox o Ty

ar Uy (49)

La ecuacion de las caracteristicas se obtiene haciendo una combinacion lineal de las ecuaciones del golpe de ariete. Llamando
E, ala Ecuacion (48) y E, la Ecuacion (49), la combinacion A E, + E, = 0 también debe ser valida:

%[/laait-i-(ﬂ,u-l-cz)aaix] 1[%7; +(u +l)au]+] -j°=0 (50)

Donde los términos entre corchetes se transforman en diferenciales totales,
? _+__+j_j :0 (51)
siempre que se cumplan las condiciones:

2
%Z/’lui‘c —u+ (52)

Y despejando se obtiene que:

A=+c (53)
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e (54)

Que es el resultado que se esperaba encontrar, a saber: la onda se propaga respecto al sistema inercial con una celeridad ¢
superpuesta al movimiento del fluido u.

Finalmente, se procede a verificar las ecuaciones por dos vias: primero, mediante una inspeccion analitica de las Ecuaciones
(35) y (47), y luego presentando la aplicacion de la Ecuacion (51) al caso de estudio.

Considérese una condicion inicial con fluido incompresible y tuberia rigida: la conduccién posee didmetro constante y la
velocidad no varia con el recorrido, esto es, ou/0x = 0. Aplicando esta condicion en la ecuacion de continuidad se sigue que:

. p gl _
W-ﬁ-ua—ua =0 (55)
Cuando no hay perturbaciones la variacion local de la velocidad es también nula, du/ct = 0, la aceleracion es nula y la
ecuacion de cantidad de movimiento se reduce a un balance de fuerzas:

4 oz .

ox &P 5y T8I =0 (56)
Es decir que el gradiente de presion se debe a la variacion altimétrica de la tuberia y a las pérdidas de carga por el efecto

de viscosidad, tal como sucede en el régimen permanente (y fluido incompresible). Esto significa que los gradientes de presion

en la Ecuacion (55) son iguales. Como resultado surge que la variacion local de la presion es nula: dp/ot = 0, y las variables del
escurrimiento permaneceran constante en el tiempo.

Se realizé una nueva simulacion, llamada “Corrida N° 3”, imponiendo las condiciones iniciales del régimen permanente
con fluido incompresible dadas por las Ecuaciones (6) y (7). Se discretizaron las nuevas Ecuaciones (35) y (47) empleando la
nueva expresion para las curvas caracteristicas, la Ecuacion (51). Las condiciones en los bordes estan dadas por las expresiones (4)
y (5). El resultado de la simulacion se expone en la Figura 2. Se puede observar que la altura piezométrica permanece constante,
produciendo el mismo resultado que la simulacion “Corrida N° 2”.

CONCLUSIONES

Las ecuaciones diferenciales del golpe de ariete presentes en la literatura técnica actual producen un fendmeno anémalo
cuando se consideran las ecuaciones de régimen permanente y fluido incompresible para definir el estado inicial del sistema.

Es fendmeno anomalo se debe a que no es correcta la suposicion de incompresibilidad del fluido, aunque los resultados
numéricos den diferencias muy pequefias respecto al calculo de las condiciones iniciales usando las ecuaciones del golpe de ariete
que efectivamente consideran la compresibilidad del fluido y elasticidad del material de la conduccion. Sin embargo, la primera
opciodn presenta la ventaja de ser aplicable en modo directo mientras que la segunda requiere de un calculo numérico mas complejo
(resolucion de un sistema de ecuaciones no lineales). En el presente trabajo se ha presentado una tercera opcidon que consiste en
incorporar el estado de presurizacion inicial de la conduccion en las ecuaciones del golpe de ariete. Las nuevas ecuaciones se
emplean con las condiciones iniciales calculadas con la suposicion de fluido incompresible y tuberia rigida. El estudio analitico de
las ecuaciones y su aplicacion al caso de estudio validan esta nueva aproximacion para la evaluacion del golpe de ariete.

Mediante el empleo de conceptos claves de la mecanica de los fluidos, tales como volumen material, volumen de control,
teorema del transporte de Reynolds y curva caracteristica, se ha elaborado una nueva deduccion de las ecuaciones generales. La
nueva deduccidn resuelve las inconsistencias conceptuales detectadas en las deducciones presentes en la literatura actual.
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